Y Parametrikus progamozas:

V¥ Bevezetés: a probléma megfogalmazasa, altalanos definialasa

A linearis programozasi feladatokban sok paraméter talalhat6. Ezek az alabbiak:

- a kapacitas vektor elemei - altalaban a rendelkezésre allo erforrdsok korlatossagat jelentik,
- az egylitthatd matrix elemei - altalaban az erforrasok termékenként felhasznalt mennyisége
- a célfiiggvény egylitthatok - legtobb esetben az 4rat jelképezik.

Ezek kozil leginkabb elforduld vizsgalati eset, a célfliggvény egyiitthatok valtozasanak hatasa a
célfiiggvény értékére, ami altaldban az ar valtozasanak bevételiinkre, hasznunkra gyakorolt
hatasat jelenti.

Ezt hivjak klasszikus parametrikus lineéris programozas problémanak, ha a célfliggvény
egylitthatok csupan egyetlen (t-vel jelolt) paramétertl fliggnek és attol is csak linedrisan.

c(t)=c

i consti

+e it
A klasszikus parametrikus lineéris programozasi probléma altalanos alakja:

n

4-x<b x>0:;b>0;x,be R ;4eR™
z(t) = (chonst—l—g];-t)l:max. te[a, b]
Vagy indexes alakban:
z(t) = ici(t) "X, = maximum tela, b]
=

Megjegyezziik, hogy a parametrikus programozas a kapacitasvektor elemeinek valtozasanak
leiraséra is alkalmas - példaul az adott feladat dudl feladatanak felirdsanak technikéaval - de jelen
anyagunkban ezen modszerek bemutatasa nem célunk, vizsgélatainkat csak ezen klasszikus
feladatra korlatozzuk, melynek modszere mintapéldakon tortén megoldds bemutatasi modszer
lesz.

V¥ A parametrikus programozasi feladat optimalis megoldasainak
Szimplex modszer alapu meghatarozasi modszerének példan tortén
bemutatasa: 1. példa feladat (""Egyoldalas' normal feladat)

Az 1. fejezetben definialt klasszikus parametrikus programozasi feladat optiméalis megoldasa a
kiilonboz paraméter tartomanyokban, - melyeket karakterisztikus intervallumoknak hivunk -
kiilonboz x ésu értékeket jelent, a célfliggvény pedig - minden karakterisztikus intervallumban




mas - fliggvénye "t"-nek. Ennek meghatdrozasi modszerére lassunk néhany - a kiillonboz eseteket
bemutato - példat.

Példa. 1.

Egy makoéi hagymatermeszt a kovetkez évi vetés tervezésekor az alabbiakat vette figyelembe.
Ket fajtat tervez termelni, egy — csapadekra, ontdzesre erzekenyebb nagymeretu, divatos holland
fajtat és az erre érzéketlenebb, kisebb hagyomanyos makoi fajtat.

Osszesen 20 hektéron termel, melynek legfeljebb a felén akar kiilfoldi fajtat termelni.

Vetmagra, egyéb anyagkoltségre legfeljebb 120 e Ft-ot szan. A makoi vetmagja 1000Ft-ba
kertiil hektaronként, a holland viszont joval dragabb 4000 Ft/ha. A mvelés hektaronkénti
koltségei viszont a magyar fajtdnal magasabbak 4000Ft/ha, mig a hollandnal csak 2 000 Ft/ha.
Erre maximum 100 000 Ft-t szan a gazdalkodo.

A varhato haszon — a korabbi €vek tapasztalata alapjan nagyban fligg az idojaras
csapadékossagatol. Mivel a gazdalkod6 6ntdz rendszert épitett ki a teljes teriiletre, igy szdmara a
szaraz idojaras hatasara kialakulo alacsony termesatlagok okozta magas arak kedvezoek. Ezert —
nagyon leegyszerusitve - ugy talalja, hogy a hektaronkenti haszna egyetlen — csapadekossagi —
paramétertl tortén linearis fiiggéssel is leirhato, az alabbiakban:

z(t) = (100 —¢) *xI + (120 —3 ¢) *x2:

Ahol a paraméter a [0,20] tartomanyban mozoghat, vagyis a haszon a makéi tipuson 80 és 100 e
Ft/ha a hollandi tipuson pedig 60 és 120 e Ft/ha k6z6tt mozoghat.

Elemezziik a feladatot, a csapadékossag fiiggvényében milyen megoszlasban kell bevetni a
teriiletet és ekkor milyen haszonra szamithat a vallalkoz6, ha a t paramétert a [0, 20 ]
tartomanyba esnek becsli!

Megjegyzés: Adott évben a 3-6 honapos idjaras elrejelzés alapjan, hogy csapadékos vagy
szaraz idszak kovetkezik-e, a vallalkozo akar megprobalkozhat a josolt csapadék mennyiségnek
megfelel vetésteriiletek valasztasaval. De példank inkabb leird jelleg a paraméter hatasanak
bemutatasara, mintsem gyakorlati.

A feladat lineéris programozasi modellje:

g+ x, < 20

x, < 10
x, +4 x, <120
4x +2x, <100

z= (100 = ¢)x, + (120 - 3¢) x, = max.
ahol x, x,, nemnegativ

mely Maple input ablakban is megjelenitésre keriil, hogy a szamitasi eljarasok meghivasara
lehetség legyen .



X +x2 <20,

X + 4. Xy < 120,
4-x1 +2'x2 <100

(100~ ¢ )x, +(120 =3 )x,

Elemezziik elszor a feladat feltételi egyenlet részét a linearis programozasi feladat megszokott

crer

paramlnputl () :
induloTabla( );
A= {xI+x2<20,x2<10,xI +4*x2 <120,4*x]1 +2*x2 <100};

0 X, X, b
u, 1 1 20
u, 0 1 10
Uy 1 4 120
u, 4 2 100
-z 100 —¢ 120—3¢ O

{(x2<10,x1 +x2 <20,x1 +4x2 <120,4x] +2x2 <100} (1.2.1)
with( plots) :
inequal({xI +x2 <20,x2 < 10,xI +4*x2 <120,4*x] +2*x2 <100}, x/=0..30,x2=0
.35);
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Tekintsiik t = 0 -t és a t=20 -at a varhato hatarokat. Ekkor a célfiiggvény konstans, melyet a Maple
szimbolikus lehetségével szamitani is tudunk, és hasznalhato a Maple LP megold¢ rutinja is:

t:=0:
ztartbal= (100 —¢) *x1 4+ (120 — 3 ¢) *x2;
t=20:

ztartjobb = (100 — ¢) *xI + (120 —3 ¢) *x2;
ztartbal =100 xI + 120 x2
ztartjobb =80 x1 + 60 x2 (1.2.2)
with( Optimization) :
LPSolve(100- x1 +120- x2, {xI +x2 <20,x2 <10,xI +4*x2 <120,4*x] +2*x2 <100,
0<xI1,0<x2},x1=0.20,x2=0..10, maximize);
[2200.00000010331, [x/ =10.0000000010331, x2=10.]] (1.2.3)
LPSolve(80*xI + 60 *x2, {xI +x2 <20,x2 <10,x] +4*x2 <120,4*x] +2*x2 <100,
xI > 0,x2 > 0}, maximize);

[1600., [x7=20., x2 = -4.45014771701441 10~""]] 1.2.4)

X, (=0)=[10,10] z(t= 0)=100x1+ 120 x2 = 2 200



x,"(:20)=[20,0] z(t=20)= 80x1+ 60x2 =1 600

Megallapithatjuk, hogy adott "t"paraméter esetére - az eddig megismert modszerrel - mindig meg
tudjuk hatarozni a feladat optimalis megoldésat (z-t és x-et). Azonban feladatunk nem ez, hanem
altalanosan meghatarozni az optimalis megoldast, a "t" paraméter fliggvényében.

Nézziik most ezt:

Mj: egyaltalan nem biztos, hogy a két célfiiggvény értéket linearisan dsszekotve kapjuk a
célfiiggvény "t"-tl valo fiiggését, és azt pedig, hogy "hol ugrik at"a megoldas adott els
megoldasbol (x , - pontbol) egy kovetkezbe ( x ;- be ) az fleg nem tudhaté. (Ez kidolgozott

példan majd latszik is.)

A feladat induld tablaja:
Automatikusan az input ablakban megadott feladatra az input (paramlInputl) és az induloTabla
nev eljaradsok meghivasaval:

paramInputl () :
induloTabla( );

0 X, X, b

u, 1 1 20

U, 0 1 10
(1.2.5)

Uy 1 4 120

U, 4 2 100

-z 100 —¢ 120—3+¢ O

A normal Szimplex modszer esetiinkben alkalmas a probléma kezeleésere — mivel normal (csupa
kisebb egyenls) lineéris programozasi feladatunk van. Azonban mivel a célfiiggvény sora
paramétert is tartalmaz, igy elfordulhat az az eset is, hogy a célfiiggvény egyiitthatok mar az els
tablaban mind nem pozitivak.

Vizsgaljuk meg esetiinkben 1étrejohet-e a vilagnak olyan allapota amikor ez all fenn! Ehhez a
célfiiggvény egylitthatok egyszerre nem pozitiv voltat kell feltételezniink és az igy adodo
egyenltlenségeket egyszerre megoldanunk.

100- t <0
120-3t <0

Ezek a nem pozitivitasi tartoméanyok. Hatarozzuk meg most ezek k6zos részét. Rajzoljuk fel ket
elszor: (A Maple, plot utasitasanak segitségével)

with(plots) : unassign('t') :

plot([100-¢,120-3 *¢], =0 .. 150, linestyle= [ dot, dash]);
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Ezen az dbran lathato, hogy a masodik egyiitthato 40 felett valik negativva, az els viszont csak
100 felett. Vagyis mindkett egytitt 100 felett negativ:
100 <t

Ugy is fogalmazhatjuk, hogy a negativitasi tartomany hatarét az els ¢,(t) egytitthato adja.

Ezt nemcsak kézi szamitassal de a Maple - LinearMultivariateSystem( {feltétel 1, feltétel2 },
[valtozo]); - utasitasaval is meghatdrozhatjuk:

M;j: Minden "t"-nek értéket ado utasitas utan "t"-t ismét "valtozova kell tenni" az unassign('t')
utasitassal.

with(SolveTools[ Inequality]) :
st := LinearMultivariateSystem ({100 -¢ < 0,120 —3*¢ < 0}, [¢]);
unassign('t') :
{[{100 <1t}]} (1.2.6)

Az els tabla optimalis volta azt jelenti, hogy - az adott paraméter tartomanyban - barmely
tevékenység végzése esetén csak veszteséget termelnénk, vagyis legjobb ha semmit nem
termeliink. x; =0,x,=0¢s z=0 - ami az els tablabol leolvashatd megoldas.

Meghatéaroztuk tehat a 100 <t esetén a megoldast, de szamunkra nem ezek a "t" értékek, hanem a



t € [0, 20] beliek az érdekesek.
Mj: Altalanossagban célunk lehet az 6sszes lehetséges t paraméter érték mellett meghatarozni a
célfiiggvény és az x értékét. Tegyiik most ezt, mivel ebbl részeredményként kiadodik a kivant
tartomanybeli eredmény.

Hogyan lépjiink tovabb ebbl a helyzetbl?

A 100 alatti paramétereknél a c,(t) egyiitthato valik pozitivva, (ez adta a tartomany hatarat) igy —
ha ilyen paraméterekre kivanjuk a megoldast meghatdrozni, e felett kell baziscsere elemet
valasztani. ( Mj : Mivel 100 alatti értékekre ez a pozitiv. (¢,(t) tovabbra is ( t = 40 -ig.) negativ.)
Természetesen a legszkebb keresztmetszet feletti valasztas szabalyat most is be kell tartanunk.
Ezért az (x;, u;) baziscserét jelent 1-es szamot valasztjuk.

A baziscserét az elre megirt - mar megismert - eljarassal hajtjuk végre.

unassign('t') :

bazisChange V( U, x; ) ;

1 u, X, b
X, 1 1 20
u, 0 1 10
(1.2.7)
Uy -1 3 100
u, -4 -2 20
-z -1004++¢ 20—2¢ -2000+4+20¢

gy megkaptuk a 2. Szimplex tablat, melyre szintén elfordulhat, hogy minden
célfiiggvényegyiitthato egyszerre nem pozitiv. Ennek vizsgélata az egyenltlenségek megoldasat
jelenti:
100+t <0
20-2t <0

Ezt nemcsak az - elzekben hasznalt - Maple utasitassal de - az ablakb6l automatikusan
beolvasott feladatra - megirt eljarassal is meghatarozhatjuk, az aldbbiakban:
optTartNormal( );

[10, 100] (1.2.8)
A kapott tartomany a 10 <t < 100.
Ezen paraméter tartomanyban ez a tabla optimalis, igy errl kell leolvasnunk a megoldast.
x'=[20,0]ész=2000-20t
Mj: x,= 0 (mivel "fenn van" nincs benne a bazisban)

Ennek azon hatarat amelyiknél ki akarunk lépni a masodik - c,(t) - egyiitthato adja, ezért e felett
kell pivot elemet valasztanunk. Ez pedig az (u, , x,) cserét jelent 1-es.
baziSChangeV( Uy, X, ) ;



2 u, U, b
X, 1 -1 10
Xy 0 1 10
(1.2.9)
Uy -1 -3 70
u, -4 2 40
-z -1004++¢ -204+2¢ -2200 +40¢

Megvizsgalva ismételten, hogy ezen tabla mikor optimalis a kdvetkez egyenltlenségek kdzos
tartomanyat kell meghataroznunk:

-100+t <0
-20+2t <0

optTartNormal( );

[- o, 10] (1.2.10)
Az optimalitasi tartomany: [-c0, 10 ]
Ahol a megoldas: x'=[10,10]6ész=2200-40t.

Eredményeinket tdblazatban foglalhatjuk 6ssze:

Fenti tartoméanyokat ahol nemcsak csak az optimalitast jelent pont valtozik meg hanem a
célfiiggvény meredeksége is, karakterisztikus pontoknak az altaluk meghatarozott
intervallumokat, karakterisztikus intervallumoknak nevezziik, mivel ezekben a megoldas
milyensége, karakterisztikaja mas és mas.

Karakterisztikus intervallumok : z(t) X, pimal
a<t<bh

—0<t <10 2200 - 40-¢ X, ==1[10,10]
10 <t <100 2000 —20 ¢ X, =120, 0]
100 <t < o 0 =00, 0]

A karakterisztikus pontokban - melyek a karakterisztikus intervallumokat valasztjak el — a
feladatnak alternativ optimum megoldésai vannak az alabbi okbol kovetkezen. Mivel azon
pontban az egyik — €ppen a karakterisztikus pontot szolgaltato — celfliggveny egyiitthato nulla
értéket vesz fel. A nulla felett baziscserét végre hajtva pedig éppen alternativ optimumként jelenik
meg, azon megoldas, amely a karakterisztikus pont masik oldalan optimalisként.

Karakterisztikus pontok : z(t) Loptimall > Zoptimal2

t=10 2200 - 40-10=1800 [10,10],[20, O]

t=100 2000 —20-100=0 [20, O],[ O, O]




A célfiiggvényre vonatkozo eredményeinket pedig egyetlen fiiggvénnyel is megadhatjuk, és ezt

grafikonon szemléltethet;jiik is:

2200 —40-¢ t <10
z:=1{2000—20-r 10 <r<100
0 100 <t
2200 —40 ¢
2000 — 20 ¢
0
plot(z, t=-30..150);
3000 A
2000 A
1000

t <10
10 <tand ¢ <100
100 < ¢

-20 0 20 40 60

Ezen grafikonon jol lathat6, hogy adott "t" paraméter értéknél mennyi lesz a célfliggvény
értékiink a tablazatbol pedig, hogy ezt milyen x esetén tudjuk elérni.

t

80 100 120

140

(1.2.11)

(Mj: papiron tortén megjelenités esetén az x -eket a grafikon megfelel tartomanyaba szoktuk
beirni, mint az az aldbbi (képként idehozott) abran is lathat6. Hallgat6inktdl dolgozataikban ezt

szoktuk elvarni.)



A célfiiggvény grafikonjara a Maple rajzolasi lehetségével a fliggvények képleteit és az
optimalis pontok értékeit is elhelyezhetjiik.

plot(z, t=-30..150);

3000 |
2(t) =200
vI— 1M\ 101

2000 1

(D) =2 000-20 ¢

1000

200 0 20 40 60 80 100 120 140
t
x'=[0,0]
z(t)

Masfajta (0, az irodalomban a szerz altal meg nem talalt) megjelenitést jelent ha a
megengedhet megoldasok tartoméanyén rajzoljuk be az optimalitast jelent X pontokat és a
célfiiggvény egyeneseit a karakterisztikus pontok beli "t" értékekre, illetve - és + o-re.

A megengedhet megoldasok tartomanya rajta rendre az optimalis megoldasokat jelent x
pontokkal:

tartomany = inequal( {xI +x2 <20,x2 < 10,xI +4*x2 <120,4*x] +2*x2 <100, 0
<x1,0 <x2},xI=-10.30,x2=-10.35) :



pontl = pointplot( (10, 10), symbol = solidcircle, symbolsize =25, color ="DarkRed") :
pont2 = pointplot( (20, 0), symbol = solidcircle, symbolsize =25, color ="red") :

pont3 = pointplot( 0, 0), symbol = solidcircle, symbolsize =25, color ="Salmon") :
display(tartomany, pontl, pont2, pont3);
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Az egyenesek felrajzolasahoz viszont ki kell szamitanunk az optimalis pontokon 4&tmen
célfiiggvények egyenleteit.

Egy adott [x10, x20 ] ponton atmen - f(x1,x2) = const. implicit mdédon megadott - egyenes
altalanos egyenlete:

A*x1+B*x2=A*x10+B *
x20

Pontjaink rendre: x, =[10,10] , x,=[20,0] , x,=[0,0]
Egyeneseink x;- n atmen t-vel parametrizalt egyenlete:
(my: az alabbi képlet, nem Maple kod!)

2(t) = (100 - t ) * x1 + (120 - 3%t ) * x2 = ( 100 - t ) * x1i + ( 120 - 3 * ) * x2i



x2-re mint fiigg valtozora atrendezve (mivel az dbrazolas az x1 , x2 sikon torténik és x2 a fligg
valtozo)
(mj: ez is képlet, nem Maple kod!)

((100 —¢)-xli+ (120 —3-¢) -x2i — (100 —¢) -x1)
(120 —3-¢)

x2(xl,t) ==

A Maple lehetséget ad még at=- oo ¢és + o0-nél tortén szadmitasra is, mely tulajdonképpen
hatarérték szamitas:
(Mj: ezek is képletek nem végrehajtandd Maple programok)

o . 100 — ) -x11 + (120 —3+¢)-x21 — (100 — 1) x1
x2(t=-infinity) ’:tlir?m((oo t) X +((1(;O_33t_)t)x (100 — 1) xI)

illetve:

mivel t = - -n¢l az egyenes az X, ponton megy at, t =+ - n ¢l pedig az x;-on.

Mj: Ezen szamitas bemutatasa azért hasznos hallgatoink szamara, mivel a képzésiikben a
hatarérték szamitas hasznalata ritkan fordul el, most pedig lathatnak egy gyakorlati példat
alkalmazasara.

x;=[10,10] , t=-infinity (minusz vegtelen) , z=x2tminfa jelolés, mely az x2 (t=-

infinity ) -nek a jelolése. (A jelolés hasonlo a tobbi esetben.)
X2 (X, ,t=minus infinity ) = 40/3 - 1/3 * x1

Maple programja:

xI1:=10:x2] == 10:
unassign('t') :
((100 —¢#)-x11+ (120 —3-¢)-x21 — (100 —¢) -x1) .

xX2minf = lim

{ oo (120 —3-1) ’
40 1
;s 3 (1.2.12)

x,=[10,10] , t=10,
x2(x; ,t=10)=20-x1

Maple Programja:
xI1:=10:x21 = 10:
t:=10:
((100 —¢)-xI1+ (120 —3-¢)-x21 — (100 —¢) -x1)
2t10 == ;
x2tl0 (120 —3-1) ’
20 —x1 (1.2.13)

x,=[20,0] , t=100,



X2 (X, ,t=100)=0¢€sx2 (x5 ,t=100)= 0 termeszetesen.

Maple Programjaik:
x12:=20:x22:=0:
t:=100:
((100 —¢)-x12 4 (120 —3-¢)-x22 — (100 — ¢) -x1)
2t100 = :
. (120 —3-1) ’
0 (1.2.14)
xI13:=0:x23:=0:
t:=100:
((100 —¢)-xI3 4+ (120 —3-¢)-x23 — (100 — ¢) -x1)
2t100 ==
x2t100 (120 —3-1)
0 (1.2.15)

x;=[0,0] , t=+infinity
x2 (X, ,t=+infinity )=-1/3 x1

Maple Programja:

xI3:=0:x23:=0_:

unassign('t') :

((100 —#)-x13 + (120 —3-¢) -x23 — (100 —¢) -x1)
(120 — 3-1) ’

X2pinf = [li_rpoo

“%x] (1.2.16)

Most mar fel tudjuk rajzolni a megengedhet megoldasok tartomanyan nemcsak az optimalis
megoldasokat jelent x pontokat de a karakterisztikus pontok beli célfliggvény egyeneseket is az
alabbiakban:

egyenes() := plot(x2minf, x1 =-10..30, thickness = 3, color ="Salmon") :

egyenesl := plot(x2t10, x1 =-10..30, thickness = 3, color ="LightCoral") :

egyenes2 := plot(x2t100, x1 =-10..30 , thickness =3, color =red) :

egyenes3 = plot(x2t100, x1 =-10..30, thickness = 3, color ="Tomato") :

egyenes4 := plot(x2pinf, x1 =-10..30, thickness = 3, color ="IndianRed") :

rajz = display(tartomany, pontl, pont2, pont3, egyenes(, egyenesl, egyenes2, egyenes3,
egyenesd) : rajz;
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Tablazattal:
Karakterisztikus pont : z(t) X, ptimal
a<t<bh
= iy 0 [5=10,10]
3
_%-xl
t=10 x2(t=10) ==20-xI [x,=[10,10] Xx,
=120, 0]
t=100 x2(t=100) :==0 X =120, 0] x4
=10, 0]
(=+ oo x=100,0]




A Maple animacids parancs pedig lehetvé teszi szamunkra a célfiiggvény egyenesek "t"
fliggvényében tortén folytonos valtozasanak szemléltetését is, amihez nem a fenti alak
szlikségeltetik - mivel abban éppen - az animacié paramétere - a "t" nem szerepel, hanem a
korabban szamitott x2(x1,t) alak.

Az animici6 at €[ - o , 10 ] tartomanyban:

Mj: Az animdci6 a képre tortén klikkelésre (fenn) megjelen animéacié meniisorban a lejatszas
gomb megnyomadsara indul.

tartomanyl = display(tartomany, egyenes() :

(100 —¢)-x11+ (120 —3-¢)-x21 — (100 — #)x!
(120 —3-¢)

,xI=-10

tartanimparaml = animate(plot,

.30,x2=-10..30

, t=-302..10, trace = 6, frames = 6, background = tartomanyl ) :

tartanimparaml,

t=-302.

30
20
N\
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Mj: Mivel az animéacio képei és nyomai (frames , trace) egyenkdzen generalodnak és nagy "t"-



kre a nyomok vonalvastagsadgon beliil esnek ezért technikénk az, hogy a minusz végtelenhez
tartozo egyenest (kiilon nem animaltan) megjelenitjiik a tartomanyon, az animéciot viszont csak
kisebb (-302 -es, hogy a "lépéskdzzel"a nyomok szamaval oszthato legyen) értékrl inditjuk.
Lathatéan azonban még igy is az elején srk az egyenesek a végén pedig nagyon nagy 1épéssel
ériel at=10-es értéket.

Ezért két tartomannyal probaljuk meg: [- 302, -14 ] és [ -14, +10 ] (Azért ilyen értékek, hogy a
tartomany oszthato legyen a 1épéskozok szamaval.)

(100 —¢)-x11 + (120 —3-¢)-x21 — (100 —#)x!
tartanimparaml := animate (plot, (120 —31) ,xI=-10
.30, x2=-10..30 |, t=-302..10, trace = 6, frames = 6, background = tartomdny]) :
tartanimparaml :
(100 —¢)-x11 + (120 —3-¢)-x21 — (100 — ¢)x1
tartanimparaml?2 = animate(plot, [ (120 —31) ,xI =

-10..30,x2=-10 ..30], t=-14 .10, trace =6, frames = 6, background = tartomdnylj :

tartanimparaml 2 :
plots[display]( [tartanimparaml, tartanimparaml?2], insequence = true);

t=-302.

307
20
\x\

N
P>




Ez mar egyenkozben fedi le a tartoményt, viszont az els animacié nyoma eltnik...

A masodik karakterisztikus intervallumban t € [ 10, 100 ] célszer a nyomok szamat megnovelni
(12-re) (mivel sokat fordul az egyenes) :

unassign('t') :

tartomanyl = display(tartomany, egyenesl) :

(100 —¢) -x12 + (120 —3-¢)-x22 — (100 — ¢)x!
(120 —3-¢) ’

-10..30,x2=-10 ..30], t=10..100, trace =12, frames = 12, background = tartomdny]) :

tartanimparam? := animate(plot, [ xl=

tartanimparam?2,
t=10.
30
20 1
x2

10

=
D

A harmadikban ismételten feltessziik a "t" = + oo célfiiggvény egyenes megjelenitését is
(hattérként) amit ugyan csak a végén ér el az egyenes.

tartomany3 = display(tartomany, egyenes4) :
(100 —¢)-x13 + (120 —3-¢) -x23 — (100 — #)x1
(120 —3-¢) ’

tartanimparam3 = animate(plot, [ xl=



-10..30, x2=-10..30|, t=100..280, trace =12, frames = 6, background = tartomdny.?) :

tartanimparams3;

t=100.

307

A Maple animacids lehetsége miatt még ennél is tobbet tehetiink, megadhatjuk a célfiiggvény
egyenesét a tartomanyon t = - o

-nél is illetve az 0sszes karakterisztikus pontban majd t = +o -nél. St animaltan is - tl 10-ig
az origdn, 10 -tl szaziga [ 0, 20 ] as ponton athaladva, 100 felett pediga [ 10, 10 ] es pontra
illeszkedve, amivel nem éri a + ooben felvett z , értékét.

Ezen egyenesek egyenleteit is megadhatjuk egy tablazatban illetve ezek kiszamitasanak modjat a
Maple szimbolikus lehetségének hasznalataval.

Ezen animdaciokat egymas utan is fzhetjiik: (az insequence=true utasitassal)

plots[display ([ tartanimparaml, tartanimparaml 2, tartanimparam?2, tartanimparam3 |, view = |
-10..30, -10..30], insequence = true);



t=-302.

30
20
\\

=
D

M;j: Mindez - természetesen - csak akkor megy, ha az 6sszes animaciot mar legeneraltuk, enterrel
lefuttattuk.

Osszefoglalva:

A célfiiggvényben parametrikus lineéris programozasi normal feladatok megoldasa a célfiiggvény
egyiitthatdinak vizsgélataval kezddik. Amennyiben van olyan tartoméany ahol minden
célfiiggvény egyiitthatd egyszerre negativ értéket vesz fel, - esetiinkben volt ilyen méghozzé egy
feliilrol nyitott pozitiv végtelenbe nyuld tartomany — akkor ezen tartomanybanax =0,z =0 az
optimalis megoldas.

A tovabblépés technikaja: baziscsere végrehajtasaval kiléplink ezen tartomanybol ( a tartomany
sz¢élét ado célfiiggvény egyiitthatd felett valasztva baziscsere elemet) a kovetkez tablaban
ismételten megvizsgalva, hogy itt is lehetséges-e, hogy minden célfiiggvény egyiitthatd egyszerre
negativ. Ebbl kapjuk a kovetkez karakterisztikus intervallumot. (Mely az elzh6z csatlakoz6
tartomany.) Itt ujabb — nullatol killénb6zo - z(t)fliggveny irja le a célfuggveny parametertol valo
fuggeset, €s mas — nullatol killonb6zo — x megoldas valik optimalissa. (Amit a tablabol
leolvashatunk.)

Eredményeink - klasszikus stilust - 0sszefoglalasa a célfiiggvény paramétertl valo fliggésének z
=z (t) dbrazolasa [t, z(t) | kétdimenzios gratikonon. Ezen feliratként a kiilonboz z (t) -k és -

az adott tartoményban az optimalitést jelent - x opt ok megjelenitése.



Uj tipusu vizualizacié pedig a megengedhet megoldasok tartomanyan (mely teljesen hasonléan
abrazolhato, mint a "sima" LP feladatoknal) a célfiiggvény abrazolasa a "t" paraméter
fiiggvényében dinamikusan, animaltan. Ekkor a célfiiggvény minden karakterisztikus
intervallumban illeszkedik az azott intervallumban optimalis x opt PoNtra, a karakterisztikus

pontokban mindkét x opt T8> mivel ekkor éppen érinti a megengedhet megoldasok tartomanyat a

célfiiggvény egyenese.
A karakterisztikus pontokban alternativ optimum van, amely ezen a reprezentacion karakteresen
meg is jelenik.

V¥ Elméleti rész, Kidolgozott példa feladatok :

V Példafeladat 2. (3 dimenzios normal feladat vizualizdcioval, els tibla sosem
optimadlis)

Adjuk meg az alabbi haromvaltozds feladatot input ablakban is a tovabbi szdmitasok eljaras
hivasokkal tortén megoldasa céljabol:

x1+ x2+ x3<10
2¥x1+5*x2- x3<12
31+ x2+3*x3 <12
x1-2*¥x2+4*%x3 <24

z=(2-t) *x1 + (-1 +t) *x2 + (6+t)*x3 =max.

Y +x2 +x3 <10,
2- X -}-S‘x2 —X3 <12,
3-x1 + x2+3~x3 <12,
l- X —2-x2+4-x3£24

2 - t)xl +(—1 +t)~x2 +(6 +t)-x3

unassign('t') :
paramlnput2( ) :
induloTabla( );

resultlnitialization( );




w1 1 110
w, 2 5 -1 12
w, 3 1 3 12
w, 1 -2 4 24

-z 2—t -1+t 6+t 0

1 (1.3.1.1)
Vizsgaljuk maris az indul6 tdbla mikor lehet optimalis:

optTartNormal( );
[ No common range, Never optimal] (1.3.1.2)

Sosem mivel az egyenltlenségeknek nincs k6zos része!

Hogyan Iépjiink tovabb akkor...?

Ez esetben barmely egyiitthat6 felett valaszthatunk baziscsere elemet, valasztasunk csak a
tartomany lefedésének sorrendiségét befolyasolja, az eredményt nem.

Valasszunk elszor a harmadik célfiiggvény egytitthato felett.

bazisChangeV( Uy, Xy ) ;

1 X, X, Uy b
2 1
u, 0 ? - 3 6
16 1
Uy 3 T ? 16
. : (1.3.1.3)
x3 1 ? ? 4
10 4
e ) 8
2 421 —3+%z —2—%1‘ 24 —41

Ennek optimalitdsi tartomanya mar nem lathat6 olyan konnyen - de eljarasunkkal szamithato:
optTartNormal( );

[ 2, % ] (1.3.1.4)

Ebben a tartoméanyban az optimalis megoldas: (most mar egy eljaras meghivasaval "olvassuk
le".)

unassign('t') :
eredmMentKiir( );



"Karakterisztikus intervallum : ", -2, %, " x Optimalis : ", x,=0,x,=0,x;=4, (1.3.1.5)
"celfugveny : ", 24 +4 ¢

Az optimalis megoldas a [ -2, 9/2 ] intervallumban:
X'=[0,0,4]és z(t)=24+4t

A megengedhet megoldasok tartomanyanak - haromdimenzids - dbrazolédsa a célfiiggvény
sikokkal, a karakterisztikus intervallum két hatarpontjaban:

t=-2 -nél:

t:=-2:abra3d();

t=9/2 -nél:

9

=
2

cabra3d( );



A Maple lehetséget nyujt a két pont kozti - "t" paraméter mint fiigg valtozé - animécio
megjelenitésére is:

Anl = CharrangeAnim(—Z, %) :

CharrangeAnim ( -2, % );



A kovetkez baziscserét a karakterisztikus intervallum also hatarat jelent t=-2 -es pontot ado
els célfiiggvény egyiitthato felett végezziik.

bazisChangeV (x;, x,);

2 X, X, Uy b

u, 0 % —% 6

N | % 1 A (1.3.1.6)
u, 3 —% —% 20

s 4420 - T4t Tt -84




Ennek a tdblanak az optimalitas vizsgélata:

optTartNormal( );
[- o0, -2] (1.3.1.7)
Vagyis minusz végtelentl le tudtuk fedni a tartomanyt,[ - o, -2 ] ahol a megoldas:

eredmMentKiir( );
["Karakterisztikus intervallum : ", - o, -2, " x Optimalis : ", x,=4,x,=0,x,=0, (1.3.1.8)

"celfugveny : ", 8 — 4 t]

Az animécio a [ - ,-2 ] tartomanyban:

Mj: Ha -végtelennek nagyon nagy szdmot adunk meg, akkor a nyomok koziil egy kivételével a
tobbi "vonal" (vagyis sik) vastagsagon beliil esik. Ezért adunk meg kis kezd értéket az
animacionak.

An2 := CharrangeAnim(-20,-2) :
CharrangeAnim( -20,-2);

t=-20.

Kiilon abrazolva at = - o sikot.
Mj: A végtelennél ilyenkor sajnos nem alkalmazhat6 a szimbolikus ( o ) megadas, ezért egy
elegenden nagy szamot hasznalunk.



t :==-2000000000 : abra3d( );

Mj: Megeshet, hogy a sik csak az abra nézpontjanak valtoztatasaval lathatd jobban. Ez az
egérrel tortén mozgatassal, forgatassal lehetséges.

Most azonban vissza kell 1épniink az elz tartoméanyba, mivel onnan tudunk tovabblépni
annak fels hatara a t=2/9 fel€ torten kilépéssel. Ehhez elszor "visszakell cserélniink” az x,,

X, valtozokat. (Igy kapjuk vissza a 1. tablat, ugyan 3. sorszammal - a bal fels sarokban.)

unassign('t') :
bazisChangeV(xl, x3) ;



3 X, X, Uy b
2 1
u, 0 ? - 3 6
16 1
Uy 3 T ? 16
. : (1.3.1.9)
x3 1 ? ? 4
10 4
e ) 8
2 421 —3+%z —2—%1‘ 24 —41

Most tudunk a t=2/9-edet ad6é masodik célfiiggvény egylitthato felett baziscsere elemet
valasztani és az u2, x2 cserét végrehajtani.

bazisChangeV (uy, X, );

4 X, u, Uy b
3 1 3
“ 8 8 8 4
S 3 B ;
2 16 16 16
N 13 1 5 ; (1.3.1.10)
3 16 16 16
9 5 9
Uy 2 2 2 18
37 19 9 1 29 3
1.6 816 8 6 g ! o
Ennek optimalitas vizsgalata:
optTartNormal( );
[% oo} (13.1.11)

Sikeriilt - egy Iépésben - lefedni a teljes plusz végtelenig men tartomanyt.
Itt a megoldas:

eredmMentKiir( );

"Karakterisztikus intervallum : ", %, oo, " x Optimalis : ", x;=0,x,=3,x;=3, (1.3.1.12)

"celfugveny : ", 15 +6 ¢



A célfiiggvény megjelenitése a t = +o0 pontban:

¢t :== 20000000000000 : abra3d( );

Az animacio pedig:
. (9
An3 = CharrangeAnim ( EE 20) :

CharrangeAnim ( %, 20 ) ;



t=4.5000

crer

idemasoljuk a részeredményeket és az alapjan toltjiik ki a tablazatot majd készitjiik el a
grafikont.
["Karakterisztikus intervallum : ", - o, -2, " x Optimalis : ", x;=4,x,=0,x,=0,

"celfugveny : ", 8 — 4 t]

"Karakterisztikus intervallum : ", -2, %, " x Optimalis : ", x,=0,x,=0,x;=4,
"celfugveny : ", 24 + 4 t}
"Karakterisztikus intervallum : ", %, o, " x Optimalis : ", x,=0,x,=3,x;=3,

"celfugveny : ", 15 + 6 t}

Ugyanezt teszi meg az osszeredmKiir( ); eljaras is (ugyan nem olyan szép kiilalakkal) de
azzal a tobblettel, hogy a valtozdknak is értéket ad, és a z(t) fliggvény felrajzolasat is lehetvé
teszi.



osszeredmKiir( );

|

{ }, "Karakterisztikus intervallum : ", %, oo, " x Optimalis : ", x,=0,x,=3,x; (1.3.1.13)

=3, "celfugveny : ", 15 +6 ¢ " "|, "Karakterisztikus intervallum : ",

- 00, -2," x Optimalis : ", x;=4,x,=0,x;=0, "celfugveny : ", 8 —4 ¢,

" "], "Karakterisztikus intervallum : ", -2, %, " x Optimalis : ", X,
=0,x,=0,x;=4, "celfugveny : ", 24 +41¢," "
Kaquterisztikus z(t) X optimalis
intervallum -
- < <=2 8-4t¢ [ 4,0,0]
—2§t£2 24 +4+¢ [ 0,0,4]
2
45 <t L I5+6¢ [ 0,3,3]
Grafikonon:
Ennek Maple programja:

unassign('t') :
Tl := piecewise( (hatar[1,1] < tand ¢ < hatar[1, 21]), celfvtartomanyban( 1], hatar[2, 1]

< tandt < hatar[2, 2], celfvtartomanyban[2 ], hatar[3, 1] < tand t < hatar[3, 2],
celfvtartomanyban|31]);

tmin == -10 : tmax := 12 : ztmin = 0 : ztmax = 70 :
plot(T1, t=-8..8, view=[1.1 * tmin..1.2 * tmax, 1.1 * ztmin ..1.2 * ztmax], thickness =5,
colour ="Blue", labels = [t, z(t) ], numpoints =1000)

24 +4¢ —2<tandt<%

8—4r¢ —co<tand < -2

154+6¢ %<tandt<oo




80

70

10 1

Uj tipust animalt megjelenités pedig a teljes paraméter tartomanyra:

Seqanim( );



Osszefoglalva:

Ezen feladat - az elzekhez képest 1j - tanulsagai:

Célfiiggvényben parametrikus linearis programozasi normal feladatok megoldaskor
elfordulhat, hogy az els tabla sosem optimalis.

Ekkor az els baziscsere elem valasztasunk csak a tartomany lefedésének kezd intervallumat
hatdrozza meg. A masodik - mar valamely tartomanyban optimalis - tabla optimalitasi
tartomanya ha véges, akkor egyik széls karakterisztikus pontjat adé célfiiggvény felett
valasztva pivot elemet lefedhetjiik (esetiinkben egy, altalanos esetben tobb 1épésben - az induld
tartomany alatti részt. Majd visszatérve az els optimalis tartomannyal rendelkez tablahoz
annak fels karakterisztikus pontjat ado célfiiggvényegyiitthato felett (megengedhet)
baziscserét végrehajtva fedhetjiik le a fels tartomanyokat.

Mj: Természetesen kezdhetjiik a feledést a fels karakterisztikus ponttal is.

Eredményeink klasszikus [ t, z(t) | vizualizacioja fiiggetlen a dimenziétol. Ezen grafikonon
barmilyen dimenzios x értékek megjelenithetek. (Csak nem a Maple segitségével sajnos.)
Az els tabla sosem optimalis esetben nincs olyan tartoméany ahol az=0,x =0 lenne a
megoldas, vagyis ekkor sosem legjobb megoldas a "nem termeliink semmit "!



Uj tipusu vizualizacionk - a megengedhet megoldasok tartomanya és e felett a célfiiggvények
sikjai - harom dimenzioban latvanyos, eljarasunk mas, input ablakban a beolvasé eljaras
segitségével megadott feladatra is alkalmazhatd. Képes a tartomanyt megjeleniteni elre
megadott "t" paraméter értékhez tartozé célfliggvény sikkal egylitt, valamint animaciot
késziteni adott t tartomanyra.

Vigyazat! Karakterisztikus intervallumokon ativel animaci6 nem készithet, mert azokban az
optimalis pont kiilonboz!

(Vagyis minden animéci6 csak karakterisztikus ponttdl karakterisztikus pontig tarthat. A
Maple elkészti a hibas animaciot is de annak nincs valos jelentése.)

YV Példafeladat 3. (Médositott normil feladat)

Adjuk meg az alabbi parametrikus programozasi feladat optimalis megoldasat a paraméter
fliggvényében a tE[-100, 100] —as tartomanyban.

Hax1,x2 >=0
2 x1+ x2+2x3 =30
3x1+4x2 < 15
O 4 x1 - 3x3 45

3x2+ x3 < 60

z = (t-8) x1 + (6-t) x2 + (2+t) x3= max.

A feladatot ismételten duplan adjuk meg. Egyrészt a szoveges részben, masrészt - az eljarasok
hasznalhat6saga, és az esetleges olvasdi mddositast lehetsége miatt - mdodosithatd inputként
is. (MathContainer)

2- x,+ x,+2- x,=30,

1 2 3
3. x1+4~ x2£15,
4. x1—3- x3S45,
3- x2+ x3S60

t—8 )x, +6—1t )x,+2+ t )x

1 2 3

Beolvasva az input tartomanyt, €s elkészitve az indul6 tablat:
paramInput3mod () :




induloTabla( );

u, 4 0 -3 45 (1.3.2.1)
u, 0 3 1 60

-z t—8 6—¢t 2+t 0
zm 2 1 2 30

Modositott normal feladat [évén elszor az egyenlséget jelent sort kell "felvinniink" vagyis
kielégiteniink, ra lépniink az ezt a feltételt jelent sikra.
Ehhez példaul az ul, x1 baziscserét kell végrehajtanunk. (Lehetne mast is de ezt valasztottuk.)

bazisChangeV( um, X3 ;

1 X X, um, b
1 1
X3 1 E 3 15
u, 3 4 0 15
3 3
uy 7 5 5 90 (1.3.2.2)
5 1
u, -1 ? - 5 45
3 1
-z -10 5——=—1¢t -1——1¢ -30—15¢
z 2 2
zm 0 0 0 0

Az optimalitasi tartomanyt vizsgalva a az egyenlséges feltétel oszlopat - a sima LP
feladatban is - torolni szoktuk, vagyis azt nem kell vizsgélnunk. A mddositott normal feladatra
vonatkoz6 optTartModNormal eljarast kell hivnunk:

optTartModNormal( );
[ﬁ, oo} (1.3.2.3)

Plusz végtelenig terjed tartoméanyt kaptunk ahol a megoldas:

eredmMentKiir( );

"Karakterisztikus intervallum : ", 13—0, %, " x Optimalis : ", x,=0,x,=0,x,=15, (1.3.2.4)



"celfugveny : ", 30 + 15 ¢

A karakterisztikus intervallum hatarat a masodik célfiiggvényegyiitthatd adta, ezért e felett kell
baziscsere elemet valasztani.

bazisChangeV (u, , X, );

2 X, u, um, b
5 1 1 105
Xy - -— — —
8 8 2 8
3 1 15
*2 4 4 0 4
47 3 3 675
—_— - = = — 1.3.2.5
"3 8 8 2 8 (13.2.3)
) s 1 285
4 8 8 2 8
55 9 5 3 1 195 75
S S R
zm 0 0 0 0
Ismételten az optimalitasi tartomanyt vizsgalva:
optTartModNormal( );
[— , 13—0 (13.2.6)

Maris iskertilt lefedniink teljes minusz végtelentlvégtelenig terjed tartomanyt!
Minusz végtelentl 13-ig az optimalis ez a tabla.

Ekkor a megoldas:

x=[0,15,15/2], z=105-15/2t

eredmMentKiir( );

"Karakterisztikus intervallum : ", - oo, BN " x Optimalis : ", x,=0,x,= 14—5, xy o (1.3.2.7)
= %, "celfugveny : ", 14& + ?5 t
A teljes megoldas:
osszeredmKiir( );
[{ }, "Karakterisztikus intervallum : ", - oo, %, " x Optimalis : ", x,=0,x,= 14—5, (1.3.2.8)
105 " . n 195 75 " "
X;= T, celfugveny : ", T + ? t, ,

"

L . 10 .
"Karakterisztikus intervallum : ", 3 %, " x Optimalis : ", x; =0, x, =0, x,



=15, "celfugveny : ",30 +15¢" "
osszcelfvRajzol3( -200, 200);

200+

Osszefoglalva:

Modositott normal klasszikus parametrikus feladat esetén az indulotablaban az egyenlséges
sorokat um, - el kell jelolniink - a Maple eljaras alkalmazhatosaga miatt - ahol az i index (kezi

szdmolasunkban megszokott médon) az egyenlséges sor sorszdmat jelentheti.

A kétfazisu Szimplex alkalmazva elszor az egyenlséges soroknak megfelel feltételekre kell
ralépni, (mas szoval kielégiteni, vagyis "felvinni"). Ezen oszlopokat ugye a kézi szamitasban
toroltiik is, itt csak annyit kell tenni, hogy az alattuk 1év kifejezések kivételével kell a kdzos
tartomanyt meghatarozni, ezt pedig az eljaras teszi. (Ezért sziikséges, hogy um, - vel torténjen a
jelolés!)

A kétfazisu modszer els fazdsanak befejezésekor a normal feladatnal megismertek a
mérvadoak.

Mj: Modositott normal feladatnal ha mar az "elstdbla" is optimalis, akkor sem a z=0 x=0 a
megoldas, mivel mar zajlott baziscsere.



VY Példafeladat 4. (Altaldnos tipusii feladat)

Adjuk meg az alabbi altalanos tipust parametrikus linearis programozasi feladat optimalis
megoldasat a paraméter fiiggvényében a tE[ - , o] tartomanyaban,

haxl,x2 >=0
x1+x2 < 9
x2 < 5
x1 < 6
-x1+x2 < 2
x1-2x2 £ 4
xI+ x2 > 1

z=(2+31t)x]+ (t-4) x2 = max.

A feladatot itt is duplan adjuk meg, de az input ablakokban (MathContainerConstr4,

MathContainerGoal4) mar médositott normal feladatra visszavezetett alakban, mivel csak arra
alkalmazhat6 a Szimplex modszer.

M;j: Eljarasunk alkalmazhatosaga miatt az egyenlséges sornak um, - nevet kell adnuk, ahol az
iindex a sor sorszdmat jelenti.

2 +3-t)~x1 +@e—4 )~x2

Beolvasva az input tartomanyt, €s elkészitve az indul6 tablat:

paramlnputdmod( ) :
induloTabla( );




0 v X, x, b
u, 0 1 1 9
u, 0 0 1 5
uy 0 1 0 6
u, 0 -1 1 2 (1.3.3.1)
us 0 1 -2 4
umg -1 1 I 1
-z 0 243t t—40
zm -1 1 1 1
Az egyenlséges sor kielégitésével kell kezdentiink a szém_itést, az umg sor €s X, oszlop
cser¢jével.
bazisChangeV( umyg , X, );
1 Ve um X, b
u, 1 -1 0 8
U, 0 0 1 5
Uy 1 -1 -1 5
u, -1 1 2 3 (1.3.3.2)
Us 1 -1 -3 3
x, o -1 1 1 1
-z 2+3¢t -2—3¢t -2¢t—6 -2-3¢
o zm 0 0 0 0

Ezen tabla optimalitasat mar vizsgalhatjuk, mert maris eljutottunk a kétfazisti Szimplex
modszer els fazisanak végére.

optTartModNormal( );
[ -3, - % } (1.3.3.3)
Ebben a tartomanyban a megoldas:

eredmMentKiir( );

gu

"Karakterisztikus intervallum : ", -3, - =, " x Optimalis : ", ve=0,x,=1,x,=0, (1.3.3.4)

(98]

"celfugveny : ", 2 +3 ¢



A tartomany bal (-3 - as) hatarat a masodik célfliggveny egytitthat6 adta c, (t) mely - ugyan

nem a masodik oszlopban szerepel, mivel a Maple a betrend miatt a "v" segédvaltozot teszi
elre. (Az x, valtozo alatti célfiiggvény egylitthato c, (t) .) Ebben az oszlopban a legszkebb

keresztmetszet kovetelménynek megfelel baziscserét az x,, X, csere jelenti.

bazisChangeV (x, , x,);

2 Ve - umg X, b
u, 1 -1 0 8
u, 1 -1 -1 4
uy 0 0 1 6

u, 1 -1 -2 1 (1.3.3.5)

x, -1 1 1 1

-z t—4 4—t 64+21t 4—¢
zm 0 0 0 0

Vizsgaljuk ezen tabla optimalitasat:

optTartModNormal( );
[-o,-3] (1.3.3.6)
Ebben a tartomanyban az optiméalis megoldas:

eredmMentKiir( );
["Karakterisztikus intervallum : ", - o, -3, " x Optimalis : ", ve=0,x,=0,x,=1, (1.3.3.7)

"celfugveny : ", t — 4]

Ezzel a bal oldali részt teljesen le is fedtiik. Lépjiink vissza a véges karakterisztikus
intervallumot ad¢ tablaig, melyet az eddig elvégzett cserék (szerencsére csak egy)
"visszacserélésével" kaphatunk vissza.

baziSChangeV(x2 , X );



3 Ve umy X, b

u, 1 -1 0 8

U, 0 0 1 5

Uy 1 -1 -1 5

U, -1 1 2 3 (1.3.3.8)
Us 1 -1 -3 3

X, -1 1 1 1

-z 243t -2—3¢t -2t—6 -2—3¢

zm 0 0 0 0

Ebbl a tablabol most a masik iranyba kell kilépniink, mely az us, v, cserével valosul meg.
(Az umg oszlopbeli (-2-3t) egyiitthat6 ugye nem vesz részt a vizsgalatban.)

bazisChangeV(u5 , vé);
4 Us umg X, b
u, -1 0 3 5
U, 0 0 1 5
Uy -1 0 2 2
U, 1 0 -1 6 (1.3.3.9)
Ve 1 -1 -3 3
X, 1 0 -2 4
-z -2—=3¢t 0 7t -8—12¢
| zm 0 0 O 0
Vizsgalva ezen tabla optimalitasat:
optTartModNormal( );
[ ; % o} (13.3.10)

Ebben a tartomanyban a megoldas:

eredmMentKiir( );

"Karakterisztikus intervallum : ", - %, 0," x Optimalis : ", ve=3,x,=4,x,=0, (1.3.3.11)

"celfugveny : ", 8 + 12 ¢



Innen a (7t) oszlopaban 1év u3 sordban 4ll6 2-essel mint pivot elemmel Iéphetiink tovabb az
u;, X, cserével.

bazisChangeV( Uy, x2) ;

5 Us umg Uy b
7 % 0o - % 4
X, - % 0 % 1
1 (1.3.3.12)
Uy 5 0 5 7
Ve - % -1 % 6
X, 0 0 1 6
1 7
-z 2+—t 0 -—1t -8—19¢
z + 5 5
zm 0 0 0 0
Vizsgalva ezen tabla optimalitasat:
optTartModNormal( );
[0,4] (1.3.3.13)
Ebben az intervallumban a megoldas:
eredmMentKiir( );
[”Karakterisztikus intervallum : ", 0, 4," x Optimalis : ", Ve=0,x,=6,x,=1, (1.3.3.14)

"celfugveny : ", 8 + 19 t]

Innen a az u,, uscserével léphetiink tovabb.

bazisChangeV( u,, u5) ;



6 U, umg Uy

w -1 0 -1
us 20 -1
x, 1 0 0
u, -1 0 1

ve 1 -1 1
x 0 0 1

zm 0 0 0

Vizsgalva ezen tabla optimalitasat:

optTartModNormal( );

[4, ]

Ebben az intervallumban a megoldas:

eredmMentKiir( );
[”Karakterisztikus intervallum : ", 4, o, " x Optimalis : ", ve=10,x,=6,x,=5,

Ezen tablaval elérkeztiink a jobboldali tartomany széléhez. (Végre.)

"celfugveny : ", -8 +23 t]

10
6

0

Eredményeinket Maple segédeljarasunkkal megjelenitve:

osszeredmKiir( );

|

-z 4—t 0 -2-—-3¢t8—-23¢t

(1.3.3.15)

(1.3.3.16)

(1.3.3.17)

[ [ { }, "Karakterisztikus intervallum : ", 4, o, " x Optimalis : ", ve=10,x,=6, (1.3.3.18)

x, =35, "celfugveny : ", -8 +23 4"

"Karakterisztikus intervallum : ", 0, 4, " x Optimalis : ", Ve=6,x,=6,x,=

"celfugveny : ", 8 +19¢"

3

" "|, "Karakterisztikus intervallum : ", - o0, -3," x Optimalis : ", Ve

=0,x,=0,x,=1, "celfugveny : ", 1 — 4, "

ul

n

"], "Karakterisztikus intervallum : ",

- 2, 0," x Optimalis : ", ve=3,x,=4,x,=0, "celfugveny : ", 8 + 121,

b

1,



2

"Karakterisztikus intervallum : ", -3, - 3 " x Optimalis : ", v,=0,x, =1, x,
=0, "celfugveny : ",2 +3¢," "
Tablazatban 6sszefoglalva:
Karakterisztikus intervallumok - z(t) Xopimal > Ve
a<t<b
o<t <-3 t—4 [0,1] wv=0
—3<t<—£ 243t [1,0] wv=0
3
—£<t<0 8+12-¢ [ 4,0] v=0
3
0<t<4o 8+ 19-¢ [ 6, 1] v,=6
4 <t <o 8+23-¢ [ 6,5] v,=10

osszcelfvRajzol( - 10,4+ 100);




Osszefoglalva:

Altalanos tipust klasszikus parametrikus feladat esetén az indulétablat modositott normal
feladatra visszavezetett formaban kell eljarasuknak megadni.
_ Ez utdn a modositott normal feladatnal irottak az érvényesek a feladat megoldasra.

Y Tovabbi kidolgozott feladatok

Az alabbiakban - nem annyira egyszeru szamitassal rendelkez0, mint az elméleti részben —
minden az oktatdsban, szamonkérésben elfordulhat6 tipusra mutatunk be mintapéldat, és ezek
matematikai, technikai - nem gazdasagi, modellezési - tanulsagait foglaljuk dssze,

Példafeladat 5. (Els tabla konstans célfiigvényegyiitthato okdan sosem
optimadlis)

Parametrikus linedris programozas normal feladat

"Egyoldalas", els tdbla nem optimalis tipusu




x1,x2,x3,x4 >0

x1 +2x2 - 2x4< 24
xl + 6x3+4 x4 <44
+2x2- x3+2x4

12

z = (2+ 3t) x1 + (5+1t) X2 + 4 x3 + (4+t) x4 = max.

X +x2 -2 Xy <24,

2~x2 - x3 +2-x4 <12

- X +6'x3 -i-4-x4 < 44,

2

unassign('t') :
paramInput5( ) :
induloTabla( );

0 X, X, Xy X, b

-z 243t 5+t 4 4+t 0

R+3 i 6+, Fdag +@+)x

3 4

-2 24
4 44
u, 02 -1 2 12

Vizsgaljuk meg ez tabla mikor optimalis:

optTartNormal( );

[ No common range, Never optimal |

(1.3.4.1.1)

(1.3.4.1.2)

Az indul6 tabla nem optimalis, mert van (t-tl nem is fligg) konstans pozitiv célfiiggvény

egylitthato.

Ezért e felett kell baziscserét végrehajtani, az u, , x, cserevel.

bazisChange V( Uy, X3 )

b



1 X, X, u, Xy b
w1 10 -2 24
1L, 1 2 2
6 6 3 3 (1.3.4.1.3)
1, 1 s s
3 76 6 3 3
8 2 4 88
R AEE-S S

Most mar nincs pozitiv (csak negativ) konstans a célfiiggvény soraban. Megvizsgalva ezen
tabla optimalitasi tartomanyat:

optTartNormal( );
[- o0, -5] (1.34.14)
Balrol nyilt tartomanyt kapunk ahol az optimalis megoldas:

eredmMentKiir( );
"Karakterisztikus intervallum : ", - o, -5, " x Optimalis : ", x,=0,x,=0,x; (1.3.4.1.5)

= 23—2, x, =0, "celfugveny : ", 83—8

A karakterisztikus intervallum véges , jobb oldali hatarpontjat az x2 egytitthatdja adta,
ezért e felett kell baziscsere elemet valasztanunk:

bazisChange V(us3%,)3

2, Xy, Us, Uy, Xy b |, (1.3.4.1.6)
uﬁ_L_LJQQ]
120 20 120 3 3 )
g_ioigzq
i 3 6 s Vs 6 s 3 B 3 >

3
L3y, st B8t 16 1 233
T 12 127 2 27 12 127 3 373
29
— =t
|

Ennek optimalitasat vizsgalva:

optTartNormal( );
[-5,-1] (1.3.4.1.7)
Ebben az intervallumban az optimalis megoldas:

eredmMentKiir( );



29

"Karakterisztikus intervallum : ", -5, -1, " x Optimalis : ", x,=0,x,= 3 x; (1.3.4.1.8)
= 23—2, x, =0, "celfugveny : ", 2;—3 + 23—9 t

A hatart most az x| egylitthatdja szolgaltatta:

bazisChangeV(ul, xp);

[ 3.ty thy ty 5y b |, (1.3.4.1.9)
wlZ, S, L 4 1)
3T 13 130 13 )

L2122 124
Y130 137 137137 13 [
1 6 1 14 140 }

31313 137 13
37 037, 14 12 0 11 2 54 119 1540
el Al el Al Sl A t, -
TR B B TBY B T T T
656
— 1
13 ]

Ebben az intervallumban az optimalis megoldas:

optTartNormal( );

54
-1, -—— 3.4.1.
[ - (13.4.1.10)
Ebben az intervallumban az optimalis megoldas:
eredmMentKiir( );
" o ) " 54 T 172
Karakterisztikus intervallum : ", -1, - 119° x Optimalis : ", x; = 13 x, (1.3.4.1.11)
_ 140 124 A 1540 656
13 ) X3 3 , x, =0, "celfugveny : T3 -I——13 t

A - 15—149 -et szolgaltato x, egyiitthatoja felett 1épve tovabb:

bazisChange V(%5 %4);



[ 4 u, Uy u, X, b
8 6 1 20
T 7 7 7 44
1 1 1 1
— -— — -— 8
*3 7 7 7 7
1 3 1 13
— — — — 10
4 14 7 14 14
22 7 20 8 1 27 17
A el -— — =1t -— ——1 -160—142
z 7 > t 7 3¢ 7 5 t 7 ) t 60 t
optTartNormal( );
i)
-
119°
Ebben az intervallumban az optimalis megoldas:
eredmMentKiir( );
"Karakterisztikus intervallum : ", - %, oo, " x Optimalis : ", x, =44, x,

=0, x;

=8,x, =10, "celfugveny : ", 160 + 142 ¢

A megoldasok a karakterisztikus intervallumokban:

osszeredmKiir( );

|

{ }, "Karakterisztikus intervallum : ",

54
—, @
1197 7

=44, x,=0, x;=8,x, =10, "celfugveny : ", 160 + 142 £, "

x Optimalis : ", x,

"

b

(1.3.4.1.12)

(1.3.4.1.13)

(1.3.4.1.14)

(1.3.4.1.15)

"Karakterisztikus intervallum : ", -1, - 15—149, " x Optimalis : ", x; = %

X, = %, Xy = —11234 , X, =0, "celfugveny : ", —1?;‘0 + —61536 t

" "}, "Karakterisztikus intervallum : ", -5, -1,

" x Optimalis : ", x, =0, 1, = 2%, ;= 2 x, =0, "celfugveny : ", 2>
29 " nl n . . . "

+ 3 A , "Karakterisztikus intervallum : ", - o, -5,

x Optimalis : ", x; =0, x, =0, x; = 22

3

"

,x, =0, "celfugveny : ", 3



A szokasos tablazatos megjelenités:

Karakterisztikus z(t) X optimdlis
intervallum :
-0 < t<-5 88 _ _ _ 22
3 xl—O,xz—O,x3—T,x4
=0
-5< < -1 233 2 . 29 22
T — I, xl—O,xz—T,x3—T,x4
=0
54 1540 656 172 140
1<t < -2 —= 2 = -
=1 =" 3 T3 T3 T T3
124
R
54 <t <o 160 + 142 ¢ X, =44,x,=0,x;=8,x,
119 —  — =10

A célfiiggvény grafikonja a paraméter fiiggvényében:

osszcelfvRajzol( - 10, 240);




VY Példafeladat 6. (Tobb karakterisztikus intervallummal rendelkez négy
dimenzios "egyoldalas''normal feladat)

Parametrikus normal lineéris programozasi feladat
"Egyoldalas", els tabla is optimalis tipusu

x1,x2,x3,x4 >=0

x1 + x2 - 2x4< 24
xl + 6x3+4 x4 <44
O 2x2- x3+2x4 12

z = (2+ 3t) x1 + (5+1t) x2 + (-3+4t) x3 + (4+t) x4 = max.




x, +x,—2- x, <24,

172 4
- x1+6-x3+4~x4£44,
2-x2— x3+2'x4£12

@+3 o G H)x, H(=3+4 hay+@ o,

unassign('t') :
paramlnput6( ) :
induloTabla( );

0 X, X, X3 x, b

u, 1 1 0 -2 24

u, -1 0 6 4 44 (1.3.4.2.1)
Uy 0 2 -1 2 12
I 2+3t 5+t -3+4¢t 4+1¢ 0_

Ismételten Maple eljaras segitségével meghatarozva az els Simplex tabla optimalitasi
tartomanyat :
optTartNormal( );

[- o, -5] (1.34.2.2)

t <-5 -t kapjuk.
Ezen tartomanyban az optimalis megoldas:
z=0 és x=0.

eredmMentKiir( );
["Karakterisztikus intervallum : ", - o0, -5, " x Optimalis : ", x,=0,x,=0,x; (1.3.4.2.3)

=0,x, =0, "celfugveny : ", O]
A (5+t) egytitthato felett valasztva pivot elemet €s az x, , u, baziscserét végrehajtva

bazisChangeV (us, X,);



1 X, Uy X3 Xy b
1 1
u, 1 ; > 3 18
w, -1 0 6 4 H (13.4.2.4)
1 1
X, 0 > > 1 6
5 1 1 9
- 2 - = — = R —— = - 1 — —
z 2+3¢ > > t > + 7 t 30—-61¢
Az optimalitasi tartomdny meghatarozasa:
optTartNormal( );
[ -5, - % } (1.3.4.2.5)

A megoldas ebben a tartomanyban:

eredmMentKiir( );

"Karakterisztikus intervallum : ", -5, - %, " x Optimalis : ", x,=0,x,=6,x; (1.3.4.2.6)

=0, x,=0, "celfugveny : ", 30 + 6 ¢

A -5 <t <-2/3 tartomanyt kapjuk.

Ittz=30+6tés xT=[ 0,6, 0,0 ] amegoldas.

A -2/3-adot az els (2 + 3t) célfiiggvényegyiitthatd szolgaltatta ezért az ul , x1 cserét kell
végrehajtanunk:

bazisChange V(upx)s

2 u, Uy X3 Xy b
1 1
X 1 _? E -3 18
1 13
u 1 Y B 1 62 (1.3.42.7)
1 1
X, 0 > = 1 6
3 3
-z -2—3¢ _E+t _E+3t5+9t -66 —60¢

optTartNormal( );
[— 2 —] (13.4.2.8)



eredmMentKiir( );

DT o)
"Karakterisztikus intervallum : ", - —, - S

30 g X Optimalis : ", x, =18, x,=6, (1.3.4.2.9)

x3 =0, x,=0, "celfugveny : ", 66 + 60 ¢

A t =-5/9 karakterisztikus pontot a negyedik célfiigvény egyiitthat6 adta ezért az x2 , x4
cserét kell végrehajtani:

bazisChangeV(xz, X4);
- 3 ul u3 x3 XZ b
X, 1 1 -1 3 36
i, 1 -1 7 -1 56
(1.3.4.2.10)
1 1
Xy 0 E - 5 1 6
2 2-3¢ 4—Li 1+ 594 —96 1141
2 2
optTartNormal( );
5 2
2 LA 1.3.4.2.11
[ 9’ 15 ] {3 )
eredmMentKiir( );
5 2

n

"Karakterisztikus intervallum : ", - —

o' 150 X Optimalis : ", x, =36,x, (1.3.4.2.12)

=0,x;=0, x,=6, "celfugveny : ", 96 + 114 ¢

A t=-2/15 karakterisztikus pontot a harmadik célfiigvény egylitthat6 adta ezért az u2 , x3
cserét kell végrehajtani:

bazisChange V(upx3);

[ 4,1y, Uy, Uy, Xy b |, (1.3.4.2.13)
RO
e )



—1744]|

optTartNormal( );
[_L, oo] (13.4.2.14)

eredmMentKiir( );

"Karakterisztikus intervallum : ", - 12—5, oo, " x Optimalis : ", x,=44,x,=0, (1.3.4.2.15)

xy3 =8, x,=10, "celfugveny : ", 104 + 174 ¢

Sikeriilt a teljes [- végtelen , végtelen ] tartomanyt lefedniink.
Az eredmények Osszegzését a "osszeredmKiir" eljarassal jelenithetjiik meg.
Mj: az eljaras maximum 10 karakterisztikus intervallumig képes az 6sszegzésre.

osszeredmKiir( );

[ [{ }, "Karakterisztikus intervallum : ", - 150 % " x Optimalis : ", x, (1.3.4.2.16)
=44, x,=0, x;=8,x, =10, "celfugveny : ", 104 + 174 £, " "},
" . : . " 5 2 (] . 11 (] —
Karakterisztikus intervallum : ", - 9 15’ x Optimalis : ", x; =36, x,
=0,x;=0,x,=6, "celfugveny : ", 96 + 114 7, " "],
" Kterisztikus i lum - 2 5, nalis <"y —
Karakterisztikus intervallum : ", - 390 x Optimalis : ", x, = 18, x,
=6,x,=0,x,=0, "celfugveny : ", 66 + 60, " "},
"Karakterisztikus intervallum : ", -5, - %, " x Optimalis : ", x,=0,x,
=6,x;=0,x,=0, "celfugveny : ", 30 +6 1, " "},

"Karakterisztikus intervallum : ", - o, -5, " x Optimalis : ", x;=0,x,=0,

x3=0,x,=0, "celfugveny : ", 0, " "}

A szokasos tablazatos megjelenités:

Karakterisztikus z(t)

: X optimalis
intervallum :

- < r<-5 0 x,=0,x,=0,x,=0,x,=0




-5 < rg—% 30 + 61 X, =0,%,=6,x,=0,x,=0

_2 <t <_i 66+60t x1=18’x2=6’x3=09x4=0
37 7 9

_i <t <_L 96 +114-¢ x1=36,x2=0,x320,x4=6
9 =~ 15

2 o< 104 + 174 ¢ X, =44, x,=0, x; =8, x,
15 == 1o

A célfiiggvény z(t) grafikonjat pedig automatikusan - az eredménytMentKiir eljarasbol -

megjelenit eljaras pedig az osszcelfvRajzol eljaras.

Mj: osszcelfvRajzol (ztmin, ztmax); eljaras maximum 10 karakterisztikus intervallumig

alkalmas!

osszcelfvRajzol(-10, 1000);
2000




Y Példafeladat 7. (T6bb alternativ optimum egy karakterisztikus pontban)

(Forras: Mulati Gabriella 2004.)
Specialis feladat:

x1-2x2+x3 <
x2 -x3 <
-xI+ x2+x3 <

N O

z=(2-t)xl-x2-(t-1)x3=max.

2- Hx, +x,+(1—9x

unassign('t') :
paramInput7( ) :
induloTabla( );

w, 0 1 -1 16 (1.3.4.3.1)

optTartNormal( );
[ No common range, Never optimal | (1.3.4.3.2)
Ez a tdbla sosem optimalis. Els sziikséges baziscsere:

bazisChange V(ugx,);




w, 1 -1 -2 8 (1.3.4.3.3)

optTartNormal( );
[3, ] (1.3.4.3.4)

eredmMentKiir( );
["Karakterisztikus intervallum : ", 3, o, " x Optimalis : ", x,=0,x,=8,x,=0, (1.3.4.3.5)

"celfugveny : ", 8 ]

bazisChange V( Uy, X, );
2 7 Uy X3 b
u, 1 1 1 64
X, 1 -1 -2 8 (1.3.4.3.6)
X, 1 0 -1 16
I -3+¢t2—t -3t+6 —32+8t_

optTartNormal( );
[2,3] (1.3.4.3.7)

eredmMentKiir( );
["Karakterisztikus intervallum : ", 2, 3, " x Optimalis : ", x;=8,x,=16,x;=0, (1.3.4.3.8)

"celfugveny : ", 32 — 8 t]

bazisChange V(upuz);

3 U, u, X3 b

Uy 1 1 1 64

X, 2 1 -1 72 (1.3.4.3.9)
X, 1 0 -1 16

-z -5+2¢t -2+t -2t+4 —160+72t_

Az optimalitasi tartomanyt vizsgalva specidlis eredményt kapunk:



optTartNormal( );

[2,2] (1.3.4.3.10)

Megallapithatjuk, hogy a t = 2-es pontban egyszerre nulla mind a masodik mind a harmadik
célfiiggvény egyiitthato, ezért kaptuk ezt az egy pontbol 4ll6 tartomanyt.
(2-t)=0¢s(-3*t+6)=0

eredmMentKiir( );

["Karakterisztikus intervallum : ", 2,2, " x Optimalis : ", x, =72, x,=16,x;  (1.3.4.3.11)
=0, "celfugveny : ", 160 — 72 t]

Végezziink baziscserét a harmadik egytitthato a (-2t+4) felett:

bazisChange V(u3 x3);
e w » b
Xy 1 1 1 64
x| 3 2 1 136
X, 2 1 1 80
-z -9+4¢t -6+3¢t -4+2¢ -416 +200¢

optTartNormal( );
[- 0, 2]
eredmMentKiir( );
["Karakterisztikus intervallum : ", - %, 2, " x Optimalis : ", x, =136, x, =80, (1.3.4.3.14)

x; =64, "celfugveny : ", 416 — 200 t]

osszeredmKiir( );

[[[[[{ }, "Karakterisztikus intervallum : ", - o, 2, " x Optimalis : ", x,; =136, (1.3.4.3.15)
x, =80, x; =64, "celfugveny : ", 416 —200 ¢, " "],
"Karakterisztikus intervallum : ", - o, 2, " x Optimalis : ", x, =136, x,
=80, x, =64, "celfugveny : ", 416 —200 ¢, " "],
"Karakterisztikus intervallum : ", 2, 2, " x Optimalis : ", x; =72,x,=16, x;
=0, "celfugveny : ", 160 — 72 ¢, " "],

"Karakterisztikus intervallum : ", 2, 3, " x Optimalis : ", x,=8,x,=16, x,
=0, "celfugveny : ",32 — 8¢ " "],

"Karakterisztikus intervallum : ", 3, o, " x Optimalis : ", x;=0,x,=8,x;
=0, "celfugveny : ", 8, " "]

osszcelfvRajzol( - 10, 200);
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Vegyiik észre, hogy a 3. tablaban ahol két egytitthat6 egyszerre adott nulla értéket
alternativ optimum értékeket hatdrozhatunk meg:

Allitsuk el ehhez ismét a 3. tablat és adjuk meg t-nek ezt a 2-es értéket. Ez
legegyszerbben ismételt beolvasassal és baziscserékkel lehetséges.

unassign('t') :

paramlnput7( ) :
induloTabla( );

u, 0 1 -1 16 (1.3.4.3.16)

-z2—t 1 11—t O
bazisChangeV( U, xz) , bazisChange V( Uy, X ) , bazisChange V( up, u3) ;




I x; wuy x3 b 2 u, Uy X3 b
u, -1 2 3 56 u, 1 1 1 64
u, 1 -1 -2 8 || x 1 -1 -2 8 , (1.3.4.3.17)
x, -1 1 1 8 X, 1 0 -1 16
I 3—t -1 -t —8_ | -z -3+t 2—t -3t+6 —32+8t_
3 u, u, X3 b _
Uy 1 1 1 64
X, 2 1 -1 72
X, 1 0 -1 16
-z -5+2¢t -2+t -2¢t+4 —160+72t_

optTartNormal( );
[2,2] (1.3.4.3.18)

Megadva ekkor t-nek ezt az értéket:

ti=2:
Baziscserét végrehajtva

bazisChange V( us, x3) ;

x, 3 2 1 136 (1.3.4.3.19)

x, 2 1 1 80

eredmMentKiir( );
["Karakterisztikus intervallum : ", 2,2, " x Optimalis : ", x, =136, x,=80, x; (1.3.4.3.20)

=64, "celfugveny : ", 16|
bazisChangeV (x;, uy);

-z -1 0 0 -16



eredmMentKiir( );
["Karakterisztikus intervallum : ", 2,2, " x Optimalis : ", x; =8, x,=16, x, (1.3.4.3.22)

=0, "celfugveny : ", 16]
Osszefoglalva:
Lathattunk egy olyan példat amelyben egy karakterisztikus pontban tobb alternativ

optimuma is volt a feladatnak. Ezt a 't' paraméter ezen értékével tortént megadaskor a
bazicserékkel tudtuk elallitani.

¥ Osszefoglalas:

Ezen fejezetben a (klasszikus) célfiiggvényben egyetlen linearis paraméterrel rendelkez
feladatok Szimplex mddszer alaptl kezelési modszerét mutattuk be.

A normal és médositott normal LP feladatok kezelésen elepulva elszor el kell érniink, hogy
lehetésge bazis megoldasrol induljon a visgalat. Ez normal feladat esetén adott, mig médositott
normal vagy altalanos feladat esetén - a tanultaknak megfelelen - ezt elszor el kell érniink.
(Lasd ott, illetve az itteni példakban részletesebben.) Amennyiben sikeriilt akkor minden esetben
azt kell vizsgalnunk, hogy létezik-e olyan ('t") paraméter tartoméany, amelyben az adott, aktualis
tabla optimalis. Ha igen akkor leolvassuk a megoldast, mely ezen intervallumban optimalis. Majd
kiléplink a tartomany (valamelyik) sz&lén és ismételten ezt tessziik.

Szerepeljenek itt a lehetséges tipusok:

A parametrikus programozasi feladatok tipusainak osszefoglalasa

Normal tipusu parametrikus programozasi feladat

Modositott normal tipust parametrikus programozasi feladat

Altalédnos tipust parametrikus programozasi feladat

1.[Egyoldalas, els tabla is lehet optimalis

2. Bgyoldalas els tdbla sosem optimalis

3.[Kétoldalas els tabla Iehet optimalis

4. Kétoldalas els tabla sosem lehet optimalis

(vagy mert pozitiv érték van a célfliggvény sordban, vagy mivel a tartomanyoknak nincs k6zos
része)

Specialitasok:

a.) - Olyan feladat melynél van olyan karakterisztikus intervallum ahol a feladat nem rendelkezik
optimalis megoldassal

b.) - Olyan feladat melynél van olyan karakterisztikus intervallum ahol a feladat alternativ
optimum megoldassal rendelkezik

c.) - Olyan feladat melynél van olyan karakterisztikus pont ahol a feladatnak — t6bb mint ketto -
alternativ optimuma van.
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Modositott normal tipusu parametrikus programozasi feladat

Ekkor az els tdbla sosem lehet optimalis, mivel elszor az egyenlséges sikokra kell ralépniink,
¢s megengedhet bazis megoldast talalnunk. Csak utana foglalkozhatunk a célfiiggvényben
szerepl paramétertl valo fliggéssel.

Ez esetben a fenti esetek koziil azt egy vagy két oldalas is elfordulhat, illetve az a. b. c. specialis
esetek is.

Altalanos tipusi parametrikus programozasi feladat

Hasonl6an a médositott normal tipusu parametrikus programozasi esethez itt is elszor azon
modositott normal feladat megengedhet megolddsanak megkeresése a feladat, melyre az
altalanos feladat visszavezethet.

Ezért a mddositott normalnal megfogalmazottak az érvényesek - melyet nem részleteziink ismét.

Feladatbank: Gyakorlo feladatok

1. Adja meg az alabbi parametrikus feladat optimalis megoldasat a paraméter [ 0, 10 ]
tartomanyaban! []

x,+2x,- X3 < 8
X, + X < 12

z=x+ 28 x,+(—1) x5+ t x, = max.
ahol x,, x,, x; x, nemnegativ

2. Adja meg az alabbi parametrikus feladat optimalis megoldéasat a paraméter [ 0, 10 ]
4:x,+6x, <6
-2-x + 14-x; < 200
x; +4 x, <120
4x,+2x, <100

z= (100 - ¢)x; + (120 - 3¢) x, = max.
ahol x|, x,, x; nemnegativ

3.[Adja meg az alabbi parametrikus programozasi feladat megoldasat (a célfiiggvény valtozéasat
grafikonon a paraméter fliggvényében) az alabbi informacidk alapjan, a paraméter -3-tol 1-ig
terjedo tartomanyaban! x1 ,x2,x3 >0

x+ x < 20

z= (100 - 7)x, + (120 - 37) x, = max



ahol x,, x,, nemnegativ

4./Adja meg az aldbbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldésait a paraméter (-5 ,
10 ) illetve ( -100, 100 ) —ig terjedo ertekeire.
x1,x2,x3>0
2x1 +2x2 < 6
2x1 +4x3 <20
x2+2x3 <10

z=(2+4t) x1- 2x2 +(2t) x3 =max.

5.[Adja meg az alabbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldasait! X1 , x2 , x3 nem
negativak

xI +5x3 < 10
-xl1 +2x2 < 4

z=@l+t) x1+ 2x2 +(1+0.5t) x3 =max.

6./Adja meg az alabbi parametrikus programozasi feladat optimalis megoldasait a paraméter [ 0,
+10 ] - ig terjed tartomanyéban.
x1,x2 >0
xI+5x3 + x4 <10
-x1 +2x2+2x4 < 22

z={@A-t) x1+2x2-05t x3+(8-t) x4=max.

7.1Adja meg az alabbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldasait a paraméter [ 0,
+10 ] - ig terjed tartomanyaban.
x1,x2 >0
xl+ x2< 8
xl +2x2< 13

z=@@A+t) x1+ (2+2t) x2 =max.

8.[Adja meg az alabbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldasait a paraméter [ 0,
+10 ] - ig terjed tartomanyaban.
x1,x2 >0

xl -x2< 8

xl + x2< 4

z=(2-t)x1+ (t-1) x2 =max.

9.[Adja meg az alabbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldésait a paraméter [-10,
+10 ] - ig terjed tartomanyaban.

2x1 +2x2 < 6

2x1 +4x3 <20

x2 +2x3 <10

z=02+4t) x1- 2x2 +(2t) x3 =max.

10.[Adja meg az aldbbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldasait a paraméter [ 1, 5
] - ig terjed tartomanyéban.[]



x1,x2,x3>0
2x1- x2+ x3<24
x1 + x2 <40
x1 +2x3<20

z=(1-3t) x1 +(2-2t) x2 + (3-t) x3= max

11.[Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalési feladat optimalis megoldasat a paraméter (0,
60) tartomanyaban!
x1,x2,x3,x4 >0

O 3x1 + x2 - 2 x30 40
0 5x1-2x2+8x3 +3x4 80
0 z=(5-t) x1 +2x2 + (t-10) x3 — 2t x4 = max.

12.[Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalasi feladat optimalis megoldéasat a paraméter
(-10,10) tartomanyaban![]

x1,x2 >0
0 6x1+12x2 96
x1 <12
O xl - 2x2 8
O -x1+ 2x2 16

z = (7-t) x1 + (2+t) X2 = max.

13.[Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalési feladat optimalis megoldasat a paraméter (0,
10) tartomanyaban!
x2,x1,x3,x4 >0

O 3x1 + x2 - 2 x30 40
0 5x1-3x2+8x3 +3x4 60
] z=(5-t) x1 +3 x2 + (t-10) x3 — 2t x4 = max.

14.[Adja meg az alabbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldésait a paraméter [ 0,
10 ] - ig terjed tartomanyaban. [
x1,x2,x3>0
x1 +3x3< 9
-4 x1+4x2+2x3< 12

z=(1-t)x1+2x2+(6-2t)x3=max

15.[Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalési feladat optimalis megoldasat a paraméter (-1,
1) tartomanyaban!

x2,x1,x3,x4 >0

O xl + x3[+ x4 1110

O 2x2-x3+2x4 30

z=(-6-t) x1 +2 x2 + (t-1) x3 + 4t x4 =max.

16.7Adja meg az alabbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldasait a paraméter [ -1 ,
1 000 ] tartomanyaban! x1 , x2 >0



xl +6x2<24
2x1+4x2<10

z=(1+1t)x1 + (-4-2t) x2 = max

17.[Adja meg az aldbbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldésait a paraméter [ -5,
5 ] tartomanyaban! x1 ,x2> 0

x1 <4

x1+2x2<8

z = (-1-4t) x1 + (2-2t) x2 = max

18.[Adja meg az alabbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldasait a paraméter [ 1, 5
] - ig terjed tartomanyaban!

x1,x2,x3>0
2 x1 + x3 = 12
-2x2 +4 x3 < 40
x1 +2x2 < 20

z=@l+2t) x1 - B+t)x2 +(2+41t) x3 =max.

19. Aldja meg az alabbi paraméteres programozasi feladat optimalis megoldasait!

2 x1 + x3 > 6
-2x2 +4 x3 < 40
x1 +2x2 < 20

z=0@+2t)x1 - B+t)x2 +(2+4t) x3 =max.

20.[Adja meg az alabbi parametrikus programozasi feladat optimalis megoldasat a paraméter 1-tl
10-ig terjed tartoméanyaban! [

x1,x2 >0
O 2x1 +
8 x2 <24
O -x1+4
x2 < 16

z = (1+t) x1 + (-6-t) X2 = max.

21.[Adja meg az alabbi parametrikus LP feladat optiméalis megoldasat a paraméter 1-tl 10-ig
terjedo tartomanyaban! x1 ,x2 >0

O 4x1+
8x2< 32
O -3x1 +
4x2<12

z = (1+2t) x1 + (-8-t) x2 = max.

22.[Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalési feladat optimalis megoldasat a paraméter [0,
10] tartomanyaban!x1 , x2 , x3 , x4 >0
3x1 +2 x3-x4 <20
O 2x2 H 4x4 40
O x1+x2 + x4010



z=(8-2t) x1- 3 x2 + 4 x3 — (2+2t) x4 = max.

23.[Adja meg az aldbbi parametrikus programozasi feladat optimalis megoldasat a paraméter [-1,
1] —es tartomanyaban!
x1,x2,x3 >0
O -3 x1-2x2+ x3
30
xl +2x2- x3 < 80
U x2 [ 100 [

z = (-14-23t) x1 + 4 x2 + 2t x3 = max.

24.1Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalési feladat optimalis megoldasat a paraméter (1,
5) tartomanyaban! ]
x1,x2,x3,x4 >0

O 3x1 H2 x3 - x40 20
O x2 H 4 x4 40
0 x1 +x2 + x40110

z=(4-t) x1- 2 x2 + 3 x3 — (4+4t) x4 = max.

25. Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalasi feladat optimalis megoldéasat a paraméter [0,
10] tartoméanyaban!
x1,x2,x3,x4 >0

0 2x1 H2 x3 - x40 20
0 2x2MH4 x4 40
O xl+x2 + x4010

z=(8-2t) x1 + 3 x2 - 4 x3 — (2+2t) x4 = max.

26. Adja meg az alabbi LP feladat optimalis megoldasat a paraméter fliggvényében a tE[-10,10]
tartomanyban! []

x1,x2,x3>0
x]l + x2+2x3 £ 20
2x2+ x3L 16
x1 +2 x2 < 10

z=(2+t)x1 +(2-t)x2 +(t-2)x3 =max.

27./Adja meg az alabbi parametrikus linearis programozasi feladat optimalis megoldasat az alabbi
informacio alapjan, a parameter —1 tol + 10 — ig terjedo intervallumaban
ha 0 < x1,x2,x3

xI +2 x2 - x3 >= 14
O x1 O + x3 9
-6 x2 +x3 < 12

z = (-11-4t) x1 + (3-2t) x2 + (-4+3t) x3 = max.

28.[Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalési feladat optimalis megoldasat a paraméter [0,
10] tartomanyaban! [



x1,x2 >0
0 x1 - x3[R8
0 2x2+x3 12

z = (-2-2t) x1 + x2 + (2t) x3 = max.

29. Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalasi feladat optimalis megoldasat a parameter ( - oo
, + 00 ) tartomanyaban!

haxl,x2 > 0.
xl+x2 £ 9
x2 < 5
x1 < 6
-x1+x2 < 2
x1-2x2 < 4
xI+ x2 >1

z=(2+31t)x]+ (t-4) x2 = max.

30./Adja meg az alabbi parametrikus optimalizalési feladat optiméalis megoldasat a paraméter
(-20,20) tartomanyaban! [J
haxl,x2,x3 > 0

2x1 - x2+3x3 <12
0 4x1+2x2+ x3 30
2x2+x3 =18

z = (1+ 2t) x1 + (-1+3t) x2 + (5t) x3 = max.
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